Lecon 190 - Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement.
. Quelques outils de dénombrement. —

. Ensembles finis. —

— Def : Un ensemble E est fini ssi In > 1 tq E est en bijection avec {1,..,n}.
On définit alors le cardinal de E par |E| = n.

— Rem : Dans la suite, tous les ensembles considérés seront finis (sauf contre-indication).

— Pro: SiE et F sont en bijection, alors |E| = |F|.

— Pro: Pour Ey, .., E, C E disjoints 2 & 2, ||, Ei| = [E1] + .. + | Ey|.

— Pro : Formule du crible : Pour Ey,..,E, C E,
(Ui Bil = 220 (DP 300 e iz 1B NNV B, .

— Pro: |A1 X .. X An| = Hz|Az|

— App : |Fonctions(E, F)| = |F|!Fl,

— App : |P(E)| =271

— Ex : L’alphabet braille comporte 2% signes possibles.

— Ex : Si l'on tire p fois une boule dans une urne a n éléments avec remise, il y a n?
combinaisons possibles dans 1’ordre.

. Arrangements, permutations et combinaisons. —

— Def : Pour k > 1, un k-arrangement d’un ensemble E est une injection de {1, .., k}
dans E.

— Pro: Pour n = |E|, E posséde n(n — 1)...(n — (k — 1)) k-arrangements si k < n, et
0 sinon.

— App : |X,]| =nl

— Def : Pour n,k € N, on note (}) le nombre de parties de {1,..,n} a k éléments.

— Pro: Si k <n, (Z) = ﬁlk), = (nﬁk)
() = 0 sinon.

— Pro : Formule du binéme :
Y=o (p)ato—"

— App: Yho (3) = 2"

= App s 3o (1) (2 = ()

— App : Avec (y + 1) = 22:0 (,i)yk, on trouve :
Dt k= "(”QH)EZ:l k? = w’ Dkt k= (%)2

— Pro : Deux permutations de ¥, sont conjuguées ssi elles ont le méme nombre de
points fixes ainsi que le méme nombre de k-cycles dans leur décomposition en produit
de cycles a supports disjoints, V2 < k < n.

— Pro : Soit 0 € ¥,, possédant a; points fixes, et dont la décomposition en cycles a
supports disjoints comporte a; cycles de longueur k.
Alors, Vd > 1, o possede Y|~ a;.pged(l, d) cycles et points fixes.

— Dev : Théoreme de Brauer : Soit K un corps de caractéristique quelconque, n > 1,
et 0,0’ € X,,.

Pour a,b dans un anneau commutatif A, (a + b)" =

Alors o et o/ sont conjuguées si et seulement si leurs matrices de permutation T}, T,
sont semblables dans G, (K).

3. Quelques principes fondamentaux de combinatoire. —

— Lemme des bergers : Soit ¢ : A — B tel que pour tout z € B, |¢~ ()| = n.
Alors |A| = n|B].

— App : Théoreme de Lagrange : Pour G groupe fini et H sous-groupe de G,
(G/HLIH| = |Gl T

— Pro : Soit p premier et r > 1. F}, possede P L carrés, ¥, possede %' carrés.

— Pro : Principe des tiroirs : Si k objets sont rangés dans n > 1 tiroirs, alors au moins
I'un des tiroirs contient [£] objets.

— App : L’équation az? + by? = 1 posséde au moins une solution dans F,- x F,r.

— Principe de double dénombrement : On utilise des propriétés liées a la cardinalité
d’un ensemble A afin de calculer |A| de deux fagons différentes pour obtenir une
égalité entre deux valeurs.

Ce principe est utilisé dans la démonstration de la formule de Burnside et dans la
démonstration de la loi de réciprocité quadratique.

2. Dénombrement en théorie des groupes et sur les corps finis. —

1. Utilisation de la théorie des groupes. —

— Pro : Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble X. Vx € X, on a :
|Stab(z)|.|Ord(x)| = |G].

— Pro : (Formule des classes) Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X,
et soit X = (J;_, Orb(z;) la partition de X en orbites sous l'action de G. On a :
|X| =30 |Orb(x;)] = >0 (G : Stab(z;)) = >0, %

— App : Soit G un groupe fini non abélien. On note n(G) la proportion de couples
(z,y) € G* commutant. Alors n(G) < 2.

— Cor : (Formule de Burnside) Le nombre r d’orbites de X sous l'action de G est :
r= ﬁ deG |Xg|

— App : Le nombre moyen de points fixes d'une permutation de ¥,, est 1.

— Pro : Soit p premier, G un p-groupe, et X un ensemble fini sur lequel G agit. On a
alors | X%| = | X| mod(p).

— App : Le centre d’un p-groupe G est non-trivial.

— App : Les groupes de cardinal p, p? sont toujours abéliens.

— App : Théoréme de Cauchy : Soit G un groupe et p premier tq p||G]|.

Alors G posseéde un élément d’ordre p.

2. Dénombrement sur les corps finis. —

— Ex : Pour p premier et g =p", on a :
_ n n(n=1)
Card(GLn(Fq)) = (¢" = 1)..(¢" —¢" ") = (¢" = 1)..(¢ = 1).q~ >

n(n—1)

Card(Sl,(F,)) = (¢" —1)..(¢> = 1).q" =
Card(PGl,(F,)) = 9 4CCa of Card(PSL, (F,)) = Cudinta),

pcgd(q,n)



— App : Quelques isomrphismes exceptionnels : Gly(Fz) = Sla(F3) = PGly(F2) ~ X3
PGlQ(Fg) ~ 24, PSZQ(IE;) ~ A4.
PGlg(]F4) = PSZQ(IF4) ~ A5

— Pro : Le groupe UT,(F,) des matrices trigonales supérieures avec des 1 sur la
diagonale est un p-Sylow de Gl (F)).

— Pro : Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Soit S un p-Sylow de H. Alors il
existe un p-Sylow S’ de G tel que S =S N H.

— App : ler Théoreme de Sylow : Soit G un groupe fini de cardinal n, et p premier
divisant n. Alors G admet un p-Sylow.

. Fonctions multiplicatives. —

. Indicatrice d’Fuler. —

— Def : Une fonction f : N* — C est multiplicative ssi pour tout m An = 1, on a
flmn) = F(m)f(n).

— Def : On définit l'indicatrice d’Euler de n, ¢(n), comme le nombre de 1 < k < n qui
sont premiers a n.

— Pro : ¢ est multiplicative.

— Pro: On a ¢(n) = n.Hpegz’mn(pP%l), et n =73, ¢(d)

— App : F}, possede ¢(d) éléments d’ordre d si d|p” — 1 et 0 sinon. Ce sont les x
racines de X¢ — 1 et non-racines de X! — 1 Vi|d,l < d.

— App : F}. est cyclique.

— App : Théoréme de Wedderburn : Tout anneau intégre fini (non supposé unitaire
ni commutatif) est un corps.

. Fonction de Moébius. —

— Def : On définit la fonction de Moébius p : N* — {—1,0,1} par :
0 si n a un facteur carré
(=1)" si n = p1..p, avec p; premiers distincts

— Pro : La fonction de Moébius est multiplicative.

— Formule d’inversion de Moébius : Pour f,g:N* — C, on a :

(9(n) = Xqp f(d) & f(n) =2y, m(d)g(F)-

= App : ¢(n) =32y, u(d) 7.

— App : Pour r > 1, la série ), % est une série absolument convergente, avec :
(Z )2, ) =1

— Def : On note I(n,q) 'ensemble des polynémes irréductibles de degré n sur F,,.

. Symbole de Legendre. —

1six e (Fp)?

Def : Pour tout = € F),, on définit (%) =¢0sixz=0 le symbole de Legendre.
—1 sinon

Pro : Le symbole de Legendre est une fonction pleinement multiplicative : Ym,n €

Pro: (%) =(-1)
Dev : Loi de réciprocité quadratique : Soient p,m des nombres premiers impairs
distincts. -

Alors (£) = (2).(-1)" 7=
App : Les équations de la forme 2% +py = g, pour p premier impair et q non-multiple

de p, ont une solution si et seulement si (1) = 1.

2
Pour zg € Z tel que 23 = g mod(p), les solutions sont de la forme (x¢+k.p, %).

La loi de réciprocité quadratique, les formules pour —1 et 2, et la division euclidienne
permettent de toujours calculer le symbole de Legendre (%).

Ex : 22 4+ 59y = 23 n’a pas de solutions.

. Utilisation des séries formelles. —

Def : La série génératrice de (a,), est la série formelle ) a, X™.

Thm : (Partitions d’un entier en parts fixées) Soient aq,..,a; premiers entre eux
dans leur ensemble. Pour n > 1, on pose u, := Card({(z1,..,xx) € N¥ tq a1, +
o+ agxp =n}).

k—1
Alors u, ~ "

1

al..ag (k-,l)!

Pro : Soit D,, le nombre de permutations de ¥,, sans points fixes (nombre de déran-
k

gements). Ona: > ;o (})Du—r =n!, Dy =1, ainsi que D,, = n!(3}_, %)

Thm : (Nombres de Bell) : Soit B,, le nombre de partitions de {1,..,n}.

On a Bny1 =Y _, (1) Bk, ainsi que B, = L( k>0 ED).

Thm : (Nombres de Catalan) On considére un ensemble E muni d’une loi de com-

position interne non-associative, et des aq, .., a, € E distincts.

Alors le nombre C), de valeurs possibles du produit a;..a,, selon le parenthésage vaut

2n—2

o )

: Oy P
Références

Pro: Vn>1, X¥" — X =1y, Ipera,qP

Dev : Pour tout n > 1, on a: n.|I(n,q)| = 34, n(2).q".
On a ainsi I(n, q) ~ % pour n — +oo.

App : Test de Rabin : P € F,[X] est irréductible sur F, ssi P divise X9" — X et si
PAXYT —X =1 pour tout d diviseur strict de n.

De Biasi : Ensembles finis, cardinal, crible, cardinal d’un produit, alphabet braille, tirage
avec remise, exemples. Arrangements, permutations, dénombrement, coeffs binomiaux,
formule du binéme, nombre de surjections, nombre de dérangements, tiercé. Lemme des
Bergers.

Perrin : Nombre de carrés de F;, Th de Lagrange, Principe des tiroirs, az? + by =1a
une sol dans F,. Cardinalité sur les corps finis, isomorphismes exceptionnels, UT'N(F,),



ler Th de Sylow.

FGN (Algebre 1) : Fonction de Moébius, formule d’inversion de Moébius, Polynémes
irréductibles de degré n sur F,.(Dev), Proba que deux entiers soient premiers entre eux.
Nombre de dérangements, Nombres de Bell, Problemes de parenthésages.

Ulmer : Relation orbite-stabilisateur, formule des classes, formule de Bernstein, nb moyen
de points fixes d’une permutation, p-groupes, Th de Cauchy.

Caldero, Germino : Nombre de matrices de rang r de M, (F,), nombre de p-Sylow de
Gl,,(F,). Symbole de Legendre, Loi de réciprocité quadratique.(Dev)

Saux-Picart : Série génératrice, nombres de Catalan.

FGN (Algebre 2) : Partitions en parts fixées.

Gourdon : Indicarice d’Euler.

Sans Ref : Principe de double-comptage. Th de Wedderburn, Th de Brauer.(Dev)
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